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菖l CharacteristicFunction,GeneraもingFun ction,通 皿ents
andCumulanもs
rando工DVariable ある物理量があって､′それがd.efirliteにVallユeを
realizeせずに､ 唯蒔率的ほ しかrealizeす るに過ぎないとき, この物
理量の ことをtrandonvariable"とい う ｡ との講義ではrandoⅠコVariか-
bleをⅩ 等のようにして表わし､ それのrealizeす るvalueを 叉 のよ う
にPri‡コeをつけて表わす｡それ は恰.もDiracの natationで observable
をEで表わ し､そのeigenvalueを f'で表わすよ うな ものである｡
probability densiも あるrandomvariablexが (jt,jf+djLJ)に











は eXPeCtationvalue を表 わし､ Eは単な る数であるO
上 の定義か ら明らかな棟に､特性函数は確率密度 p(x')の Fourier隼ans-
fornに他ならない｡
同様 に､特性函数を確率密度 p(ガ)の Laplacetransfom として定義す る
こともできる;
Lt4-<eT%>-fe% 'p(x!)* ] (1･2)
以上 では簡単の為にrand(つmVariablexはそのreali21eす るvalue とし
てconもinuousな VaユueLJか凝 らない と仮定 して議∴論を進めたのであ･るが､
Ⅹが discreteな値 を取 る時ヰこは､p(X')が8函数を含むことを許せば､上の
事柄はそのまま成立つ ｡




耶 - <湛 > - aujtp(xJ) (1･3)
即ち特性函数G桓)はu のPOWerSeriesであっ てprob.a_ensityは をめ
展開係数に他ならない｡










p(xJ)三品 紬 岸 (1.6)
この意味 で､特性函数を確率密度の母函数 (Generatingfun?七ion)と言 う
ことをあるo
MoⅡユenもS
pn-<fi>- fxJnp(jf)dxJ n ･integer (1.7)
をrandoⅡ)variablexに関す るn次のⅢomen七 とい うO
すべての次数のrDOⅡ〕erlも餅 convergen七であれば､樽睦函数 U勘 , L匝‖ま夫
々 E-0,,Z - 0のまわ りで展開できて
(i拝 ′`
一､~' rl= O n! n
- 妄l
L(Z)~= 3 - JIB





すべての次数のmOⅡ)entが存在す る時は､ IxJi- !x,に伴ってp(Xl)は XJの
任意の次数の逆巾よ りも早 く0に収束す る｡
すべての次数のmOmentが存在す る事は確率分布に対 して諌せられ ろ可成 り強







であるO.この今布は図の様 な素 直な形を持ってい る
が､Ⅲ占皿entは P2で既に発散 して L,ま う｡
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C'E'-扇 ぎ 1 21 2A2dx′
-去 /;eTfkxJ-id2E'2-fE3dxJ
= 妻 戸 等e一轄
J2万42 - i42f
TR. ノ R ~
E > 0
-Jf2<-
O- fD- fBhiA2E- Jr≡+I;id2E･ I_BR-iA2E
定2Ee一端 - o (千一-)
R
載 jEe一端 叫 ｡ ｡R→∞)fB
1′,.1










iogC酎 - EW 旦竺 Inn= l n!
(1.1(》
の ようにどのPOVqerSerleSで表わす時､展錦係数 Inをn次のCu3mlanも或












と表わす こと も出来 る｡
ⅢoⅡlent と cuⅢulant との間には当然関係がある. この関係はmOエコen王を
cumulantで表わす方が簡単にできるo す でに分 ることは
<Ⅹ>- <Ⅹ>C
<x2>- <312>C+<Ⅹ>C2







重 - <夏>-3<Ⅹ><x2> +2<Ⅹ>3 (1｡12)
<瓦等-<夏>- 4< x3><Ⅹ>-3<x2>2+12<x2> < Ⅹ3 -6<Ⅹ>4eta
さて以上は唯 1個のrandoⅡlvariableの場合についての議論であっ たが､
次に2個以上のrand-omvaTiaQleの場合に拡張 L,よう〇 I
n個のrandom variablexl,XZr ㌔ の Setをvectorとして
(㌔ ,x2････Xd-～x
と表わし･ それに応 じて･ n個のpara皿eter El,E2.-,Enの setをやは り
veotorで表わして
(E･ 1 ･f 2 n En ) -7
とする時･n個のrando皿Variablexl･x2,･･･Xnに対する特捜函数は次の
ように定義 され る :
～ n ,
> -N･･felJZ-lEjXJIp(雪中 ･引 当 djS･･:鴨 (1.13)C廷2- < eifx
ここで p(雪jt2･･%)は randoIDVariablexl･x2,････Xnが夫 々(雪 ,ち +d雪)
(jt2･jt2+d-312)･･･(jtn･竃 +d竃)にその値を同時に とる確率 であってjoint
probability と言われ る｡
更にmOⅡはntは
< xvl.考 -xun> ,
によって定毒 され るo yly2･･.ynの setを Vectorとして
(vl･ V2･･･yn)-耳






一､-I yly2･･･yn リ1!y2! も!
i)ように展開す ることができ更に
-exp〔SJ
く尋 鼻 ･･尊 >
(iEl)yl(i亭詳2･･(
毎 2-･･-『 o y1!y2!･･覧!
(1.13')
* >C](1.13-)






数について高々 1次の場 合には割合簡単 である｡ 1次以上の'も.q)を含む一腰の
場 合は､実は この簡単な関係の特殊な場合ともみ られ るO (1.13)式で 仇 =yj声
- =5･m = 1 地のすべてのγは0であるとす るo その時 fjlfj2･.･Ejmの係数が
皿Oalenも<xJllXj2･･XJm> を与える0-万 (1･13J)式の展開において ej-･lfj2･-EJ･m
の係数 を求め･この 21っ を重 畳すれば変数 35･1･Xj2,･･3㌔,に離 草野 畢 ntと
.竺甲甲 anもq)間の関係が得 られ るoその際expの ar･gu皿enもになってい る





となるが､ これ らのもer工Dの中で考慮 しなければなら.ないの厄
日 yl()y2･･日 B.()yJl日/2･･(声 (鍋 -0,jil･･･n)







< xjIXj2'''㌔ > =d 雷 xjkl･35k2'''Xjkr>C (1.1㊤
この右辺の意味は次の通 りであるo n個の変数 ㌔ ,xj2････,35･皿をe個のgrOuP
に分割す るo そして夫 々のgrOupについてcuⅢulantarerage< 毛 を作
一わ､そのPrOductを作 るD
次 に皿衝の変数 をe 個のgrOuP に分配する仕方にわたってsun]し､最後t･Cあ
らゆる分割にわたってsumす るO



















uri= 聖 二;二二慧 こく(hr
r個
???
? m個の ものか らえらんだr個? ?










逆にcunrLllan七を m?mentで表わすのは面倒であるO 結果だけを与えれば :
- ± A (r-1"･Gl)I-IAEes)-(皿iS-1P(射 (1･li5)
ここでは各変数について高々 1次の場合に話を限ったが,一般の場合隼ついて
は E.Meeron J.Chem. Pbys.31(1957),67Appendix 孝男 よO
具体的には例えば
< xl>C-<xl>
< xIx2>C=<xl㌔ニー < Xl><x2>
<xIx2X3竜芦`認1Ⅹ好 一<謡1>呼 や <折 <脊'<xIX? T
-2<ち> <託2> <竃>
<xlちX3㌔>C=<xI-x2X3㌔ >
- くく菩><ちX,篭> + 3othersiⅡlilarterⅡlS‡
- i<xIXZ><㌔X4> + 2othersi並ilarもems〉
+2i<xl><㌔><もち> + 5otheI'similarもerⅡは‡
- 6<写><x2><x3><x4>
1変数についての皿0Ⅱlentとcum lanもの間の関係 と~して前に与 えた ものは､
これ らの特別の場合と見 ることができるo
このよ うな量cumlan七を導入す る利点は何であろ うか,一般にrDOments
またはcumulants が分 ると輯睦函数が分 り､従って確率分布が分 るが､
cumlaヱ1七の方がmon3entよりも簡単 であることが多いo例えばGaぴSia‡ユ
diB-t'fi-bu七ionで





であるからn--までmoⅡ】entは出るo⊥方 cumllantは 1次 と一-2次 しか出
ない｡ /
套2 SomeBasicTheorems










-41普 - 管 ,C- o (2.1)
である｡
Proof
C(I)- <eie7g> - <弓叫 i鼻 E3･XJ!>
n
今の場合､変数 xjl･Xj2･････XjIDに関するcumulantが問題なのであるか ら･
Ei･Ej2,･･･,E-3-m以外の凡ての亡を0と置いて も一般性を琴 なわない :
C(I)- <ei(SlXjl+Ej2㌔+Ej皿Xj皿)>
351･jtj2･…,35mが夫々当 個 ,､頑 固のelemen七 を持つ ･2うのsAubsseもに分れ
(中 = (jkl･Ski.･'･∋転 1)





=<ei(fkljkl+''')> 云 ei(E21% +''')>
′■-′ ～
= Cl哲1) C2(fZ)
cuⅡ】ulantの定義か子ら明らかなように C1(i)の方か ら出るcum lan七にはjkl,
鞄2･･･凋毎 し- まれil-又 C# )0,万か ら出 去 cu- lantにはjVl,勉 ････施
しか含まれないO.即ち､違っ たSubsetに属するⅩの まじり合いは起 らない.
とこ研 く意 義32･-恵 >Cでは両者がまじり合っている. 従ってこれは0で
なけれ ばならない ｡
(q.a.a.)･
上の事か ら嘩ちに･ 篭 1.･jtj2,-･35･皿 の中 1つで も他の も.のと確率的に独立 な
ものが含まれていたらcumもIantが 0になることが分 るo魂ぢ ‥`












な らーば､ cumulanも flユnCtion も､夫 々のsubse七に属する変数 f (r10もe:
本当は subse七に属 しているのはrandoⅡ1Variablexの方であるo 正確に_
は夫 々のsubsetに属す る変数Ⅹとtcouple Pしてい るParameterEとで も








Ⅹ用 が continuousparaⅡletertで指定され るrandoⅡ】variableである
時､樽牲汎函数characもeristicfuncちionalC〔号〕は
b





廓 x't}dt,=ex,<eiか 糾 し 1,C
(2.4)
C〔E〕= <e-a > p ●a - >c
- exp〔ns=1芸fabdt･1･･･-rdtnq tl)Ⅹ(ち)- A(t,,C"tl)f(t2,･･E㈲〕ba
-ex二PtnE:fnfibatl/ldL2f･･Jも~ lab- (t約 ･･x(9榊 坤 ･･欄 〕a a
g.5)




= 1血 <eEY甲 Sも>
- a_Ⅹp〔E
yliy2王-･･■<(Y(tl)8･tl)ul伴(七2)Sも2)uZ･･考〕
expの中で､ yl= 2で他のすべての Vが 0であるterエロは
<Y(tl)2>cSも12
従って､ 1つの Z,だけが2であって､他のすべての yが0であるようなter皿
の和は
31< Y(b･)2>cSぜ- f<Y(tf>cdも.0(8;ち)- 0J
従って0でないのは､ Vが高々1次の もer皿のみに限 る0
--18-壬二三
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1つの yだけが 1であって､他のすべての Vが 0であるようなもermの和は
E<Y(ち)>cSb･- /<Y(七)>cdも3









諾 'iE::0< Ⅹ >
∂2C勘
･i2aflaEZ 長 2'=OXIx2 戸
であったが､ Eが conもinuou.aparaIコetertの函数である時は､単なる
derivativeではな くて､ functionala_erivative となって､
82clf]
i28f(tl)SE(七2)=<Ⅹ(tl)Ⅹ(t2)> (2.句
更に議論 を進めて行 くのに当って,予 め具体的な簡単 な例を与えてお くことは
有益であろ う｡










で与 え られ るO ここにLUは上払miltonianで
H =fEj+ (i,3)Via (2,8)
これ らの ej ･ViJを夫々rand-omyariableと見れ ば､且aH]ilto-nian はそ
れ らの和 となっ てい るわけである｡
dllは Phase spaceにお けるvolu皿e elen]ell七･,FはfiTolmholzの freeenergy であるoさて､ βニ ーiE と し て み るとt Parもitiorlfunctionは特性函数に他 な らず､又一旦eユ皿ho12; の freee工lergy は CU詔ularlt func一七土onの他ならない事が分 る｡すなわち､ free energy を 求 め る.と い う こ.と は CⅦBdユanもせ求めることに
は か な ら ない.< eP > の 展 軌 ま ､ C(f)の展開と全 く同じ様にβについて行う
こ とが で きて､ free en ergy の ､βに関するPOⅦer Seriesへの展開を争
え る｡
具 体 的 な 簡単 な例 と し て IsingⅡ】odelを考えよう｡
員aB]iltonian は よ ,く 知 ら れ たように
LH--IEoiCJ Q.9)
ここにJは声ⅩChangeintegral Iqiは +1と-1の値 を とるo文 王sing
spinは Iatticeの上 に並 んでいて､簡単の為に､ eXGha工1geinterae一
















< exp(βG,a)oiOJ)> = eXP<e耳P(♂(i.j)giOjト 1毒








-般項の中には偶数個の Gが含まれ､その中 2つづつがpairを作ってい るの
である軒 ら､ 2次元正方格子上の格子点に各 Oを配置 し､Pairを作?ている
Oに対 L,ては対応する格子点 を qbond"でつ なぐ｡
1 日 .=o









侍 qm･qn]･ Qか,･･= 1
次に如何なるbondで もつながれていない2つのParも昏 に分れてい鳩 よう-な
diag蕗zDを考えるO例えば .■｡･一･.`-I.Jl l ? ?
?? ? ?? ??
?
? ? ? ?
､-A一/















-jは bandを表わすo olU29304はgroupAに属 し､ 65, ㌔ は groupBに





















この場 合 もcu皿ulant expansion を行 うことができる｡
実際fleisenbergは 19281年 に凍出した強磁性体の理論で､ freeenergy




さてβの高次の項をとると･董 ･-一一J至 ･の'ような項が必ず出てしまうO そのよ
うなdiagraIBだけ拾ってsumuPす るとどうなるだろ うか.一般にβによる展
開の収束 姓はよ くないoPhasechangeの点に近付けば近付 く程悪 くなるO
上 のようなdiagra皿の SuIコuPにようて､ この事巌が改善されないであろ う
か>o






















potentialvijが適当な もの (例えば βⅤ≪ 1)であると･ このような展開
が出来 る了 ところが実際 iこは.POten七ialは図の様 な ものであるO
poliential energy の n]inijコum を与える点の付近ではへ V はkTに比べて
小 さいか も知れないが､斥力の効いて来 る部分ではⅤ がkTに比べて小 さいと
い うわけにはいか ない.従つ_て展開の収束 姓は悪い. ところが 一･･=･･S･
のようなdiagra皿だげを拾ってsum upすると､ この困聾が除かれ ることが
示され る. この様に展開の収束性をよくするために､ある樽定のtypeの･dia一
gZlan]'だけを拾ってsu皿uPする事に対応 してrt ClユIDuianも eーXPanSi,onの
rearrangeⅡ】en七 とい う事が問題になって くる_幻であるo 次 にこれについて





q!V2!･･yn!･･ < x:lxu2･･各 ･毒〕

















< exp(iSEjXJi>=JeXP〔号覧巧)+(f溝 (㌔ 鷺 )+･･〕







<expiiE押 千三exprfltも射 {瑚 (2.17)
このexpressionは単なるrearrange認enもであるか ら､Nが有限であり､





上の議論を もう少 し一般的な場合に拡張す るO
ここに､N個のrando正】Variableか ら選び出 したn個のVariabユeの函数
th((nhJ)の hieJrarG･申 ､があるとす るo tL(iniTa とL/ては,例 えば､N個の
parti.cleや らなる-SySte皿の中でn個のParticleの間のinteraction
u :･((n k ) =,EViJ･
- .,号､棒Nの中のn個のParもicleの中 のすべ てのpairに恒 る もの とす るO
- を考えれ ばよいo その時
牲(i賊 )≡ <eUn(tnhJ)> (2.1句
とい う量 を導入 して, これを tDO皿e_Titgeneratinpg･filnC畠oh?と呼 ぼ う.




M(iN!)… < eTJ(〈Ny)> (2.i9)
Uが 志 を含 ん でいれば高温 で は 志 の 巾に展 開 され る の で あ る が ､ し か し ､
こ こでclusterexpansionに rearrangeして
= exp〔nE- 1菰Kn,(inh)) (2･20)






が分っ ていれ ばclusもerexpansionめ各 もe甲 kⅢ は
-169一･
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Kn({nk , -,琶P n二icsin- ({瑚
或は
expKn(in転)=
expち1(in k ) =
Mn(in転)Hun_2日 ,a- 2 辰 ) ' ･ ･ ･ ･ ･ - HA･I2(i･j)
HMn→(匝-1如)H‰ くくⅠー 3 扉･･HMl酎
( f o r even′n)建.2r)
性 (tn転･)hun_2(irh2転)･ ･ ･ ･ ･.HMl(i)
H‰ (in-1辰･.-･･HM2(i,a)










覧 +lGn'lh)=孟 (mEhir EihlogME(鶴 )+logMn誹 n+1‡N)
(2.23)∫
右辺で各 もem,ME(i鞠 )は和の中に幾度 ほ れ るo 河野襲われ るふ数えれ ば
係数が分 るO特定のte炉 こ対 して､ この●特定のe個の変数を含むsubset
in3転はm=2,2+1,･･･nの場合であり､ L,か もこのe個の変数を必ず含
む ものであるから,自由に選べ るのは､残 りの甲JC-rO,1,等,･･,a-2個














･1-Ⅹ,n+ 卜 L-1-(n+l-2,Ⅹ+(n+｢2,x2･･･(-1デ'1-E(≡.lISp+- ･
でⅩ-1と置いて
(ト 1)n rll =ト (n+1~ろ +(n'1-2)+･･.(-1)rh(A+1-2)叶 15-
1 2 ‡ゝre (2.24)




-,!.卜 1デ雪&io叫 ((輔 )+鹿 IAil誹 n+1h)





volume- - 73:どによって､ もつ と簡単 になる事 を付言 して置 く｡ meorem
Iに対応 して次の取eorIeⅡ〕がある｡
TheoreIコⅣ




Mn(ini).= 粘 ((A 玩)･亀′(frtf柑
ならば (むしろこのように､特性函数の ような量が 2つに分れ る時, ｢相関が
ない｣ と定義す るべ きである)
ー17ト
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㌔(ip痛)≡KnJ_げで (id+# 如)= 0
或は もつ と一般的に




%((n扉 =Md((n'厨 ･牲 ぷ rP転)
- expl#=dl{3,dad({- ･31･eXP藍 {鋸 dJKd,({d y ,d J) 〕
であるから､subseも匝 kに属する変数とidv厨こ属す る変 数 と を 両 方 共 含
んでいる｡
粘W ,(idid+id'♭)
の よ うな もer皿は来 ようが ない｡
(堤.e.a.)
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